Beurteilende Statistik

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Beurteilende Statistik - was ist der Unterschied zwischen den
beiden Bereichen?

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten andere
Wahrscheinlichkeiten berechnet, in der Statistik werden aus Beobachtungen Wahrscheinlichkeiten
geschatzt.

Dies soll am Beispiel ,Werfen einer Miinze” verdeutlicht werden:

Wenn bekannt ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit p bei einer Miinze Zahl fallt, kann man die
Wahrscheinlichkeit eines vorgegebenen Ereignisses berechnen.

In der Praxis ist jedoch p oft nicht bekannt. Man misste die Miinze so lange werfen, bis sich die
relative Haufigkeit fur Zahl hinreichend stabilisiert hat. Da dies aber sehr zeitaufwendig ist, gibt es
eine andere Methode. Man vergleicht die Miinze mit einer idealen Miinze (bei der beide Seiten die
gleiche Wahrscheinlichkeit haben).

Bei einer idealen Miinze ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, dass bei 50 Wirfen weniger als
15mal oder 6fter als 35mal Zahl auftritt, ungefahr 0,0026, also etwa nur 0,26%.

Zum Vergleich dazu wirft man die vorgelegte Miinze 50mal. Tritt dabei Zahl weniger als 15mal oder
ofter als 35mal auf, so gibt es zwei Moglichkeiten der Interpretation:

1. Die Minze ist in Wirklichkeit ideal, das Ergebnis ist durch Zufall so unwahrscheinlich.

2. Die Miinze ist nicht ideal und man erhalt dieses Ergebnis, weil bei ihr fiir die Wahrscheinlichkeit

1
p fur Zahl p = 5 (p<0,5 oder p>0,5) gilt.

In der Beurteilenden Statistik versucht man, aus den bei mehrmaligen Durchfiihrungen eines
Zufallsexperimentes aufgetretenen Ergebnissen auf die unbekannte, dem Zufallsexperiment
tatsachlich zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung zu schlief3en.

Festlegung einer Zufallsvariablen X:

X=0 sei Zahl, d.h.P(X=0)=p und X=1 sei Wappen, d.h. P(X=1) =q = 1-p.

Die Miinze wird n-mal geworfen, es wird jedes Mal das Ergebnis notiert.

Ein einzelnes beobachtetes Ergebnis heilt Realisierung von X,

jede einzelne Realisierung heil3t Stichprobenwert.

Die gesamten Beobachtungsergebnisse bilden eine Stichprobe vom Umfang n.
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Testen von Hypothesen
Was ist ein Test?

Ein Test ist ein Verfahren, mit dem man anhand von Beobachtungen eine begriindete Entscheidung
Uber die Gultigkeit oder Ungiiltigkeit einer Vermutung trifft. Hypothesen sind Annahmen bzw.
Vermutungen Uber Zusammenhange von interessierenden Sachverhalten.

Im Mathematikunterricht ist eine Hypothese eine Vermutung Uber die (unbekannte) Treffer-
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bzw. Stichprobenerfebnisses. In einem Test werden zwei
Hypothesen gegeneinander ausgespielt: Die Nullhypothese und die Gegenhypothese oder
Alternativhypothese. Man wahlt i.a. als Alternativhypothese das, was man vermutet und bestatigt
haben will und als Nullhypothese das, was abgelehnt werden soll.

Hypothesen der Form H: p=po (die durch genau einen Wert festgelegt sind) heiRen einfache
Hypothesen, Hypothesen der Form p = po heiBen zusammengesetzte Hypothesen.

In einem Test soll gepriift werden, ob die Hypothese, die man gemacht hat, zutreffend ist oder nicht.
Dazu macht man ein Experiment und stellt fest, ob die Beobachtungen mit der Hypothese vereinbar
sind oder nicht. Man kann dabei wie bei allen Problemen in der Statistik keine 100%ige Aussage Uber
die Wahrheit einer Hypothese machen, sondern nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit.

Die Nullhypothese wird tberprift und der Ablehnungsbereich fiir den Extremfall bestimmt.

Durchfiihrung eines Tests:
p ist die unbekannte WS fiir ein bestimmtes Ereignis E.
H ist die zulassige Hypothese, die Menge aller Werte, die p annehmen kann

Ho :p=po ist die Nullhypothese, dies ist eine ausgezeichnete Teilmenge von H
(Wert(e), die man fir p vermutet).

H1 ist die Gegenhypothese oder auch Alternativ-Hypothese mit H;= H\ Ho

Beispiele von Hypothesen:
Zwei einfache Hypothesen: Ho: p=po und Hi: p=p; (Alternativtest)
Zusammengesetzte, ungerichtete Hypothesen: Ho: p=po und Hi: p# po (Zweiseitiger Test)
Zusammengesetzte, gerichtete Hypothesen:  Ho: p=po und Hi: p<po (Linksseitiger Test)
Zusammengesetzte, gerichtete Hypothesen:  Ho: p=po und Hi: p>po (Rechtsseitiger Test)

X ist die Zufallsvariable dafiir, wie oft das Ereignis E, Gber dessen Wahrscheinlichkeit eine
Aussage gemacht werden soll, bei n Zufallsexperimenten eintritt.

X nimmt Werte aus M ={0,1,2,...,n} an und ist dann B.p, —verteilt .

K Die Menge der Werte von X, bei deren Eintreten Ho nicht abgelehnt wird.
K: Ablehnungsbereich von Ho, d.h. die Menge der Werte von X,

bei deren Eintreten Ho abgelehnt wird
M=K UK
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Entscheidungsregel: Wie wahlt man den Ablehnungsbereich K bzw. den Nichtablehnungsbereich K

far Ho?
XeK: Ho wird nicht abgelehnt
XeK: Ho wird abgelehnt

Dabei gibt es folgende Moglichkeiten:

Annahme von Hg Ablehnung von Hg
Ho wahr Richtig Falsch (Fehler 1. Art)
Ho falsch, d.h. Hy wahr | Falsch (Fehler 2. Art) Richtig

Fehler 1. Art: Ho wird abgelehnt, obwohl Howahr ist

Risiko 1. Art: Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art = P (XeK)= «
Fehler 2. Art: Ho wird angenommen, obwohl Hofalsch ist.

Risiko 2. Art: Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art = P (XeK) =/

Falls das Risiko 1. Art hochstens gleich einer vorgegebenen Zahl 0<a<1sein soll,

so heil’t a Irrtumswahrscheinlichkeit . Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist also die Wahrscheinlichkeit,
mit der man die Hypothese Hg verwirft, obwohl sie wahr ist. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit
der das Stichprobenergebnis im Ablehnungsbereich liegt, und betrdgt daher hochstens ..

Die maximale Irrtumswahrscheinlichkeit heiRt Signifikanzniveau.

Fehler 1. Art: Unter der Annahme, dass Hp gilt, bestimmt « den Verwerfungsbereich.
Fehler 2. Art: Unter der Annahme, dass H; gilt, bestimmt £ den Annahmebereich der Alternative.

Beide Fehler beurteilen die Qualitat eines Tests.

1. Die Entscheidungsregel ist vorgegeben, d.h. K und K sind bekannt:
Je groRer K gewdhlt wird, desto kleiner ist das Risiko 1. Art, da man bei groRem K die wahre
Hypothese Ho (Ho ist wahr beim Risiko 1. Art) nur selten ablehnen wird.
Die Wahrscheinlichkeit flir einen Fehler 1.Art ist also gering.
Dagegen wird bei groRem K fiir Ho das Risiko zweiter Art groR, da die wahre Hypothese H; (H; ist
wahr beim Risiko 2. Art) nur selten angenommen wird.
Die Wahrscheinlichkeit flir einen Fehler 2. Art ist also groR.

2. Die Entscheidungsregel ist nicht vorgegeben, d.h. K und K sind nicht bekannt:

K und K werden dann festgelegt durch die Vorgabe der Irrtumswahrscheinlichkeit o,
d.h. das Risiko 1.Art soll hochstens gleich o sein.
PXe K) <o (bzw. P(XeK)> B = 1- a) unterder Voraussetzung, dass Ho wahr ist

Dabei kann man das Signifikanzniveau wahlen:

Entscheidet man sich fiir das 5% - Niveau und ist o <5% , dann muss man Hoverwerfen.
Ist a>5%, so wird man in der Regel Ho nicht verwerfen.

Allerdings ist ein oL -Wert zwischen 5% und 10% noch ,verdachtig”.
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Die Annahme oder Ablehnung von Hg bedeutet nicht, dass Howahr oder falsch ist, sondern nur, dass
diese Entscheidung unter den gegebenen Umstanden die zweckmaRigste war.

Man unterscheidet zwei Arten von Tests:
1. Signifikanztest
Bei diesem Test entscheidet man Uiber nur eine Hypothese, ob diese wahr oder falsch ist.

Dabei gibt es drei Typen:

a) Ho: p=po oder Hi: p#po zweiseitiger Test
b) Ho: p=po oder Hi: p<po einseitiger und einfacher (linksseitiger) Test
Ho: p=po oder Hi: p>po einseitiger und einfacher (rechtsseitiger) Test
c¢) Ho: p<po oder Hi: p>po oder
Ho: p=po oder Hi: p<po einseitiger und zusammengesetzter Test
Risiko 1. Art = P (XeK) (es wird jeweils p=po verwendet)
Risiko 2. Art = P(XeK) (i.a. nicht berechenbar, denn falls beim

Signifikanztest H; wahr ist, so hat man fiir p keinen
festen Wert zur Verfiigung und kann deshalb das
Risiko 2. Art i.a. nicht berechnen, es sei denn, es sind
ein oder mehrere Werte von p dafiir vorgegeben.)

2. Alternativtest:

Bei diesem Test entscheidet man sich zwischen zwei Hypothesen.
Ho: p=po oder Hi: p=p1

Risiko 1. Art

Risiko 2. Art

P(XeK) (p=po muss bei der Berechnung verwendet werden)
P(XeK) (p=p1 muss bei der Berechnung verwendet werden)
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Beispiele:

1. Einseitiger (rechtsseitiger) Signifikanztest

Bei einem idealen Wiirfel ist die Wahrscheinlichkeit fur ,Werfen einer 6“ p:% .
Von einem Wiirfel wird behauptet, dass p>% gilt.
Diese Behauptung ist die Alternative zum Normalfall Ho: pzé .

Die Nullhypothese Ho: p:é wird geprift, indem sechsmal gewiirfelt wird.

Ho wird abgelehnt, wenn deutlich mehr Sechsen fallen als zu erwarten sind.
Wie muss eine Entscheidungsregel aussehen, damit das Risiko 1. Art hochstens 10% ist?

1 1
Ho: p== oder Hi: p>=
o p 6 1. p 6

X sei die Zufallsvariable fiir die Anzahl der 6en mit den Werten aus M={0,1,2,3,4,5,6}.

Die Zufallvariable X ist Bg; 1 - verteilt:
6

1. Entscheidungsregel:

Xe{0,1}=K Ho wird nicht abgelehnt, wenn man keine oder eine 6 wiirfelt
Xe{2,3,4,5,6}:k Ho wird abgelehnt, wenn man 2 oder mehr 6en wiirfelt.

Risiko 1. Art: P(XeK)=1-P(XeK) = 1-(P(X=0)+P(X=1)) ~26% > 10%.

2. Entscheidungsregel:

Xe€{0,1,2}=K Ho wird nicht abgelehnt, wenn man keine, eine oder zwei 6en wiirfelt
Xe{3,4,5,6}:k Ho wird abgelehnt, wenn man 3 und mehr 6en wiirfelt.

Risiko 1. Art: P(XeK)=1-P(XeK) = 1-(P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)) ~6% < 10%.

Die zweite Entscheidungsregel muss gewahlt werden.
2. Einseitiger (linksseitiger) Signifikanztest

Bei dem in 1. Beispiel genannten Wiirfel wird nun behauptet, dass p<% gilt.

Diese Behauptung ist die Alternative zum Normalfall Ho: p=% .

Die Nullhypothese Ho: p:% wird gepriift, indem 300mal gewirfelt wird.

1 1
Ho: ng oder Hi: p<€
Das Signifikanzniveau wird mit 5% vorgegeben.
Damit die Irrtumswahrscheinlichkeit hochstens 5% betragt, ist die kleinste Zahl a gesucht mit
P(X>a)>5%, bei der also 5% Uberschritten wird. Dann ist [0;c-1] der Ablehnungsbereich,
denn es gilt P(X<a)<5%.
In diesem Fall ist a=40, der Ablehnungsbereich ist also [0;39]
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Zusammenfassung:

Bei einem einseitigen Signifikanztest zum Testen einer Nullhypothese Ho: p = po

mit dem Stichprobenumfang n und dem Signifikanzniveau (der maximalen

Irrtumswahrscheinlichkeit) o nimmt man als Testvariable X die Trefferzahl fir die

Parameter n und po. X ist dann B, —verteilt.

Die Art des Ablehnungsbereichs wird der Alternativhypothese entnommen:

H1:p<po

Hi:p<po

Es liegt ein linksseitiger Test mit Ablehnungsbereich [c-1;n]vor.

Den Ablehnungsbereich bestimmt man, indem man aus der Tabelle der
kumulierten Wahrscheinlichkeiten von X die kleinste Zahl c heraussucht,
fir die P(x<c)>a (denndann gilt PX>c-1)<a )

Die Irrtumswahrscheinlichkeit (die WS, mit der Hp verworfen wird, obwohl
Howahr ist), also die Wahrscheinlichkeit fiir den Ablehnungsbereich

(das Risiko 1. Art) berechnet sich durch P(XSc—l):ii

i=0

Es liegt ein linksseitiger Test mit Ablehnungsbereich [0;c]vor.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ablehnungsbereich (das Risiko 1. Art)
berechnet sich durch p(x<c)

Den Ablehnungsbereich bestimmt man, indem man aus der Tabelle der
kumulierten Wahrscheinlichkeiten von X die kleinste Zahl c heraussucht,
fir die P(X<c)>100%—a

Die Irrtumswahrscheinlichkeit (die WS, mit der Ho verworfen wird, obwohl
Howahr ist), also Wahrscheinlichkeit fiir den Ablehnungsbereich

(das Risiko 1. Art) berechnet sich durch P(X>c-1)= Zn:i: 1- P(ch):l—ii.

i=c+1 i=0
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3. Zweiseitiger Signifikanztest
Eine Urne hat 10 gleichartige Kugeln. Uber den Inhalt ist lediglich bekannt, dass jede Kugel
entweder schwarz oder weil ist. Man darf 5 Kugeln ziehen mit Zuriicklegen und soll sich
entscheiden, ob gleich viele schwarze und weil3e Kugeln in der Urne sind oder nicht.

p sei die Wahrscheinlichkeit eine weiRe Kugel zu ziehen.
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gezogenen weien Kugeln an: X € {0,1,2,3,4,5}.
Es gilt die Vermutung, dass die Anzahl der schwarzen und weiRen Kugeln gleich sei:

1 1
Ho: p== oder Hi: p2=
o- P > 1. p >

Falls Ho abgelehnt wird, so weilR man nichts tber p, auRer daSSp;«t%.

Man wird Ho ablehnen, wenn sich beim Ziehen ,,zu wenige” oder ,zu viele” weiRe Kugeln

ergeben.

1. Entscheidungsregel:
Xe{2,3}=K Ho wird nicht abgelehnt, wenn man 2 oder 3 weiRe Kugeln zieht
Xe{O,l}u{4,5}=R Ho wird abgelehnt, wenn man 0,1,4 oder 5 weilRe Kugeln zieht.
Fehler 1. Art: Ho wird abgelehnt, obwohl Ho wahr ist.
Risiko 1. Art = P(X K ) = P(X €{0,1}\U{4,5})= P(X=0)+P(X=1)+P(X=4)+P(X=5) =

1 — (P(X=2)+P(X=3))=0,375.
d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit von 37,5% wird Ho abgelehnt, obwohl Ho wahr ist.

Fehler 2. Art: Ho wird nicht abgelehnt, obwohl Ho falsch ist.
Ho: p=% ist falsch, d.h. pe{o,%,%,%,%}u{%,%,...%}
Risiko 2. Art: Das Risiko 2. Art = P (XeK) muss fiir jedes p berechnet werden.
Fir p=0 (nur schwarze Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0
Fiir p=1 (nur weilRe Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0
Fir p=0,1 (eine weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,081

Fir p=0,2 (zwei weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,256

Fir p=0,3 (3 weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,441
Fir p=0,4 (4 weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,576
Fir p=0,6 (6 weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,576
Fir p=0,7 (7 weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,441
Fir p=0,8 (8 weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,256
Fir p=0,9 (9 weille Kugeln) ist P(Xe{2,3})=0,081
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2. Entscheidungsregel:
Xe{1,2,3,4}=K Ho wird nicht abgelehnt, wenn man 1,2,3 oder 4 weilRe Kugeln zieht

Xe{0,5}=k Ho wird abgelehnt, wenn man 0 oder 5 weilRe Kugeln zieht.

d.h. Howird seltener abgelehnt.

Fehler 1. Art: Ho wird abgelehnt, obwohl Ho wahr ist.
Risiko 1. Art = P(X &K ) = P(X €{0,5}) = P(X=0)+P(X=5)=0,0625

d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit von 6,25% wird Ho abgelehnt, obwohl Ho wahr ist.

Fehler 2. Art: Ho wird nicht abgelehnt, obwohl Ho falsch ist.

Ho: p== istfalsch, d.h. pefo,—, 2,2 4302, 2 10
2 10 10 10 10 10 10 10
p Risiko 2.Art
0 |0 0
0,1 | 0,4095 0,081
0,2 | 0,672 0,256
0,3 | 0,8295 0,441
0,4 | 0,912 0,576
0,6 | 0,912 0,576
0,7 | 0,8295 0,441
0,8 | 0,672 0,256
0,9 | 0,4095 0,081
1 0 0
2.Entscheidungs- | 1.Entscheidungs-
regel regel

Interpretation:

Falls Hoextrem falsch ist, (z.B. p=0,1), so ist die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler zweiter
Art viel kleiner als wenn Hg ,,nicht so falsch” ist (z.B. p=0,4); d.h. wenn Hp extrem falsch ist,
wird man dies mit dem Test eher bemerken.

Fazit:

Bei einem Signifikanztest hangt das Risiko zweiter Art von p ab.

Das Risiko erster Art ldsst sich verringern, wenn man Ho nur ablehnt, wenn das
Ziehungsergebnis in bedeutsamer ,signifikanter” Weise der Hypothese widerspricht.

3. Alternativtest

Eine Urne enthalt 10 gleichartige Kugeln. Bekannt ist, dass davon entweder 4 weil} und

6 schwarz oder umgekehrt 6 weils und 4 schwarz sind. Man darf 5 Kugeln mit Zurticklegen
ziehen und soll sich dann entscheiden, ob man den Urneninhalt fir Giberwiegend weilR oder
Gberwiegend schwarz halt.
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p sei die Wahrscheinlichkeit, eine weilSe Kugel zu ziehen.

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gezogenen weillen Kugeln an: X<{0,1,2,3,4,5}
Die Nullhypothese sagt, dass es 4 weile und 6 schwarze Kugeln sind:  Ho: p=0,4

Die Alternativhypothese sagt, es sind 6 weille und 4 schwarze: Hi: p=0,6

Man wird sich fiir Ho entscheiden, wenn unter den 5 gezogenen Kugeln mehr schwarze sind
und flir Hi, wenn mehr weilSe gezogen werden.

1. Entscheidungsregel:
Xe€{0,1,2}=K Ho wird nicht abgelehnt, wenn man 0,1 oder 2 weile Kugeln zieht

Xe{3,4,5}:k Ho wird abgelehnt, wenn man 3,4 oder 5 weilRe Kugeln zieht.

Fehler 1. Art: Ho wird abgelehnt, obwohl Ho wahr ist.
Ho: p=0,4 ist die WS, eine weille Kugel zu ziehen
Die Zufallsvariable X ist B1g,04-verteilt
Risiko 1. Art = P(X K ) = P(X €{3,4,5}) = P(X=3)+P(X=4)+P(X=5) =0,3174
d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit von 31,7% wird Ho abgelehnt, obwohl Ho wahr ist.

Fehler 2. Art: Ho wird nicht abgelehnt, obwohl Hy falsch ist.
H; ist wahr: p=0,6
Die Zufallsvariable X ist B1g,0,6-verteilt
Risiko 2. Art = P(XeK ) = P(Xe{0,1,2})= P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) =0,3174
d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit von 31,7% wird H; abgelehnt, obwohl Hiwahr ist
(bzw. Ho nicht abgelehnt, obwohl Ho falsch ist.)

2. Entscheidungsregel:

VergrofRert man den Nichtablehnungsbereich K flir Ho , so wird das Risiko 1. Art kleiner:
Wahlt man beispielsweise K={0,1,2,3},

so ergibt sich fur das Risiko 1. Art (mit p=0,4) P(X=>4)=0,087

und fiir das Risiko 2 Art (mit p=0,6) P(X<4)=0,663

Eine Verringerung des Risikos 1. Art zieht eine VergrofRerung des Risikos 2. Art nach sich.
Eine Verringerung des Risikos 1. Art heif3t, die Wahrscheinlichkeit Ho abzulehnen, obwohl Hg
wahr ist, wird geringer. Dafiir wird die Wahrscheinlichkeit, Ho nicht abzulehnen, obwohl Hg
falsch ist, groRer.

Vorgabe eines Signifikanzniveaus (z.B. 0.=0,1=10%) :

Die Irrtumswahrscheinlichkeit flir einen Fehler erster Art soll hochstens a.=0,1=10%
betragen.

Bei der 1. Entscheidungsregel ist P=0,3174 >0,1 ,

bei der 2. Entscheidungsregel ist P=0,08704 <0,1 ,

Also muss man die zweite Entscheidungsregel wahlen.
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